
Unità 3 - Principio di induzione e introduzione alle serie
1 Dimostra per induzione che, per ogni n � 1, 3 þ 6 þ 9 þ ::: þ 3n ¼ 3

2
n nþ 1ð Þ

2 Dimostra per induzione che, per ogni n � 1, n3 þ 2n è divisibile per 3.

3 Considera la successione:
a0 ¼ 2

anþ1 ¼ 1

2
ðan þ 3Þ

(
, con n � 0. Dimostra che è convergente, quindi calcola il suo limite.

4 Considera la successione:
a0 ¼ 0
anþ1 ¼ 2an þ 1

�
, con n � 0. Calcola i primi sei termini della successione e formula una

congettura sull’espressione del termine generale an in funzione di n. Prova quindi a dimostrare la tua congettura per in-

duzione.

5 Osserva la figura qui sotto. Il quadrato più grande è stato suddiviso in quattro quadrati congruenti, di cui è stato co-

lorato quello in alto a sinistra. Quindi si è ripetuto lo stesso procedimento al quadrato in basso a destra, e cosı̀ via. Conti-

nuando indefinitamente questo procedimento, quale frazione del quadrato più grande resta colorata?

6 Calcola la somma della serie
Xþ1

n¼1

2nþ1

32n
.

7 Stabilisci se la serie
Xþ1

n¼1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
nþ 1

p
�

ffiffiffi
n

p� �
è convergente.

8 Determina per quali valori di x la serie
Xþ1

n¼0

2x� 1

xþ 1

� �n

è convergente.

9 Calcola la somma della serie
Xþ1

n¼0

1

n2 þ 5nþ 6
.

10 Rappresenta il numero 0,512 utilizzando una opportuna serie geometrica e, calcolando la somma della serie, deduci

la frazione generatrice.

Le soluzioni sono alla pagina seguente
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Soluzioni

1 Per n ¼ 1 l’uguaglianza è ovviamente vera (si ottiene 3 ¼ 3). Sia k � 1 e supponiamo che l’uguaglianza sia vera per

n ¼ k, cioè che 3 þ 6 þ 9 þ :::þ 3k ¼ 3

2
k kþ 1ð Þ. Allora:

3 þ 6 þ 9 þ :::þ 3kþ 3 kþ 1ð Þ ¼ 3

2
k kþ 1ð Þ þ 3 kþ 1ð Þ ¼ 3

2
kþ 1ð Þ kþ 2ð Þ

ipotesi induttiva abbiamo ottenuto il secondo membro

dell’uguaglianza da dimostrare,

con k þ 1 al posto di n

quindi l’uguaglianza è vera anche per n ¼ kþ 1. In base al principio d’induzione possiamo concludere che l’uguaglianza

è vera per ogni n � 1.

2 Per n ¼ 1 la tesi è vera perché n3 þ 2n ¼ 3 è ovviamente divisibile per 3. Supponiamo k � 1 e che la proprietà sia

soddisfatta per n ¼ k, cioè che k3 þ 2k sia divisibile per 3, allora anche:

kþ 1ð Þ3þ2 kþ 1ð Þ ¼ k3 þ 3k2 þ 5kþ 3 ¼ k3 þ 2k þ 3 k2 þ kþ 1
� �

divisibile per 3
per ipotesi induttiva

è divisibile per 3, ovvero la proprietà è soddisfatta anche per n ¼ kþ 1. In base al principio d’induzione possiamo conclu-

dere che n3 þ 2n è divisibile per 3 per ogni n � 1.

3 Calcolando i primi termini della successione si può congetturare che è strettamente crescente e convergente a 3. Per

induzione si può dimostrare rigorosamente che è strettamente crescente e che an < 3 per ogni n � 0. Ne segue che la suc-

cessione, essendo strettamente crescente e superiormente limitata, è convergente. Il limite l deve soddisfare la relazione

l ¼ 1

2
lþ 3ð Þ, da cui l ¼ 3.

4 Poiché a0 ¼ 0, a1 ¼ 1, a2 ¼ 3, a3 ¼ 7, a4 ¼ 15, a5 ¼ 31, ::: si congettura che an ¼ 2n � 1; ciò si può facilmente dimo-

strare per induzione.

5 Sia a la misura del lato del quadrato originario. La somma delle aree degli infiniti quadrati colorati è a2
Pþ1

n¼1

1

4

� �n

¼ a2

3
,

quindi la parte colorata è
1

3
del quadrato originario.

6
4

7

7 La successione delle somme parziali ha come termine generale sn ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
nþ 1

p
� 1; poiché sn ! þ1 per n ! þ1, la se-

rie diverge.

8 0 < x < 2

9 Osservando che
1

n2 þ 5nþ 6
¼ 1

nþ 2
� 1

nþ 3
, si riconosce una serie telescopica, avente come successione delle

somme parziali sn ¼ 1

2
� 1

nþ 3
; ne segue che la somma della serie è

1

2
.

10 0,512 ¼ 0,5 þ 12

103
þ 12

105
þ 12

107
þ ::: ¼ 0,5 þ 12

103

Xþ1

n¼0

1

102n
¼ 0,5 þ 12

1000

Xþ1

n¼0

1

100

� �n

¼ 0,5 þ 12

1000

100

99
¼ 169

330

2/2

L
a
m
a
tem

a
tica

a
colori

–
P

etrin
i
f

2
0

1
5

–
D

e
A

g
o

stin
i

Scu
o

la
Sp

A
–

N
o

v
ara


